Problem 1. Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(z) = (x —a)e™™, a > 0.
Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion fi sowie den Graphen ihrer Ableitungsfunk-
tion f!.

(w+1)*exp(-x) ——
-Hrewp(-H) ——

a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f, in Abhdngigkeit von a auf Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen und Extrempunkte.
Ermatteln Sie das Verhalten von f, fir x — +oo.

[Zur Kontrolle: f!(x) = (1 —x —a)e™™]

b) Zeigen Sie, dass die Graphen von f, und f! genau einen Schnittpunkt S, haben, und
berechnen Sie seine Koordinaten in Abhdngigkeit von a.
Geben Sie die Funktion g an, auf deren Graph alle Schnittpunkte S, liegen. Be-
stimmen Sie den Wert von a, fiir den sich die Graphen von f, und f. rechtwinklig
schneiden.
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[Zur Kontrolle: S, (l —a ‘ %ea_% )]

Im Folgenden werden die Funktionen fi mit fi(z) = (x+1) e ® und f{ mit f{(z) = —ze™*
betrachtet, deren Graphen in der Abbildung dargestellt sind.

c¢) Die Parallele zur y-Achse mit x = u, u > 0, schneidet den Graphen von f; im Punkt
P, (ul|f(u)) und den Graphen von f{ im Punkt Q,(ulf{(u)).
Die Punkte P, und Q, bilden mit dem Schnittpunkt S; (—
und f] das Dreieck S1QyP,.

% %e%> der Graphen fi

Bestimmen Sie u > 0 so, dass der Flicheninhalt A(u) dieses Dreiecks maximal wird.

[Zur Kontrolle: A(u) = (u® +u+ )]



d) Die Graphen von fi und f{ schlieffen mit der Parallelen zur y-Achse mit v = u, u >
0, ein Fldachenstiick ein.

Ermitteln Sie den Iinhalt dieses Fldachenstiicks in Abhdngigkeit von wu.

Priifen Sie, ob fiir u — +o0o das nach rechts unbegrenzte Flichenstiick einen end-
lichen Fldcheninhalt besitzt.



Losung

Betrachtete Funktion und ihre Ableitungen

falw) =
falx) =
fil(x) = —e

()

(x+a)e™
e — (x +a)e " =
U—x—)

(1-z—a)e™

T =(r+a—2)e"

Schnittpunkt von I'y, mit der y-Achse:

Ys = fa(0> =a
Der Schnittpunkt ist also S, (0]a).

Schnittpunkt mit der z-Achse:

falzs) =0 (x5 +a)e ™ =0
=zs+a=0V e* =0
Dae™® #0VreRist, folgt t +a =0« 2= —a.

Extremalpunkte:

filx)=0=(1—-2z—a)e*=0=>1—-2z—a=0z=1-a
ffl—a)=1-a+a—2)e*=—"1<0
Daraus folgt, P(1 — ale®™!) ist ein Hochpunkt.

Verhalten von f, fiir x — +o0:

Zu betrachten ist
lim f,(z)= lim (x+a)e =0

T—r+00 T—+00

Schnittpunkt von f, und f:

Die Losungen x = x5 der Gleichung f.(xs) = f!(ss) sind die Schnitsstellen von f,(z)
und f!(z). Es ist zu zeigen, dass es nur ein z gibt, die die Gleichung 16st.

falzs) = falss)
= (zst+a)e™ = (Il—zs—a)e™ ™
Sro+a = 1—z5—a

Diese Gleichung besitzt nur eine Losung, da sie linear ist. Daraus folgt, f, und f!

besitzen nur einen Schnittpunkt. Thre Losung ist z, = % — a.
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Bestimmung der y-Koordinate des Schnittpunktes S(x,|ys):

1 1 1 1
Ys :fa (5_01) = <§—a—|—a> 67(57(1) = 56(1_%

Damit ergibt sich als Schnippunkt in Abhéngigkeit von a

Ortskurve der Schnittpunkte
Zwischen dem Schaarparameter a und der Funktionsvariablen x besteht bzgl. der

Schnittpunkte folgender Zusammenhang: z = % —a&a= % — z. Dies setzen wir in
fo ein und erhalten die Ortskurve

O(z) = (% —a+ a) e (5-9) = %ea—%

Fiir welches a ist f, L f.?

Schnittstelle bei xy = % — a. Wir benétigen die Ableitungen von f, (% — a) und
P (3-a)

2
1 1 1

1 (a—a) = <1—§+a—a) ea_%zie“_%
1 1 3

1 (ﬁ—a) = (§—a+a—2) e“_%:—ﬁe“_%

NS
fa(z ) )

:>1 ol 2
—€ —
2 3e073
1 2a—1 2
& = = =
9 ° 3
4
S2a—1 = In-—
a n3
1—|—ln§
=S a =

4
Fir a = %1 schneiden sich f, und f! im rechten Winkel.
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Im Folgenden sei a := 1.

(c) Gesucht ist die Gerade x = w mit u > 0, die den Flacheninhalt des Dreiecks S,
P(ulfi(uw)), Q(ulf{(v)) maximiert.

Skizze:

(w+1)*exp(-¥) ——
wrewp(-H) ——

Hauptbedingung: A = £"
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Nebenbedingungen:

L hu)=u—s,=u+3
2. g(u) = filu) = fillu) =(u+1)e " +ue ™= 2u+1)e™

Einsetzen der Nebenbedingungen in die Hauptbedingung ergibt die Zielfunktion:

Alu) = (u+3) <22u the™ (u + %)2 e

Wir suchen das Maximum. Hierfiir benétigen wir die ersten beiden Ableitungen von

A.
!/ 1 —Uu 1 ? —u
A(u) = 2(u+§)e —<u+§) e

(o))
R

A'(u) =




Notwendige Bedingung fiir Extrema ergibt

/ 1 1 ? —u
Au)=0= 1|2 u+§ - u+§ e’ =0
1 1\?
2 Z) = Z =
& (u—|—2) <u+2) 0
z::u—i—%

—’2:-22=0&2(2-2) = 0

Hieraus ergeben sich die Losungen z; = 0 und 25 = 2.

Riicksubstitution ergibt u; = —% und ug = % Da u > 0 gefordert ist, kommt u; als
Losung nicht in Frage. Bleibt zu {iberpriifen, ob bei uy = % ein Maximum liegt:

Ein Maximum liegt dann vor, wenn die zweite Ableitung < 0 ist.
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A" (§> = (2—}-2—4-2)6_% = —de™2 <0

Bei u = % liegt also das gesuchte Maximum.

(d) Zu losen ist das Integral

Alu) = /((x +1)e " +ze ) d

= (2:1: +3) e’m}
= 2Ve—(2u+3)e ™

Ist das Fliachenstiick fiir © — +00 endlich?

Zu untersuchen ist das rechtsseitige Globalverhalten von A(u), also

lim A(u) = lim (2ve— (2u+3)e ™) =2ve < +o0

u——+00 u—+00

Das nach rechts unbegrenzte Fléchenstiick besitzt einen endlichen Flacheninhalt.



