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1 Normalalendarstellung einer Ebene

Bereits bekannt ist die Parameterdarstellung einer Ebene. Sie lautet folgendermaflen:

Definition 1.1 (Parameterdarstellung einer Ebene). Seien u, A € R. Ferner seien 4,0 €
R3 zwei linear unabhingige Vektoren und P € E ein Punkt in der Ebene E. Dann ist der
Ortsvektor x € R zu jedem Punkt X € E gegeben durch

—
E: Z=0P+ \u+ uv.
N
i, U heiffen Richtungsvektoren, OP heifst Fizpunktvektor und A, i heiffen Parameter der Ebene
E.
Definition 1.2 (Kreuzprodukt). Seien @,b € R3. Das Kreuzprodukt (oder auch Vektorpro-

dukt) ist eine lineare Abbildung folgender Gestalt:

x:R3xRP — R3

(@b) — axb

Seien nun @ und b gegeben durch

aj bl
a=|as und b= |by |,
as b3

dann ist das Kreuzprodukt definiert durch

azbs — azba
axb:= a3b1 — a1b3
arby — azby

Satz 1.1. Seien d’,ge R3, dann gilt
1. Das Vektorprodukt ist linear.
2. Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ.

3. Das Vektorprodukt ist orthogonal zu seinen Faktoren. alb & @-b=0



-,

Ferner folgt daraus, da8 @- (@ x b) =0 =1b- (@ x b) Va,b € R3.

Unser Ziel ist, eine andere Darstellung einer Ebene zu finden. Zunéchst einmal iiberlegen
wir uns, wie eine eine Ebene eindeutig zu definieren ist. Zu bestimmen ist die Lage der Ebene
im Raum und ein Fixpunkt.

Die Idee ist, die Lage durch einen Vektor zu definieren, der Senkrecht auf der Ebene E steht.
Er wird als Normale 1 der Ebene E bezeichnet. Dieser Vektor ist zu jedem Vektor, der par-
ralel zur Ebene E liegt orthogonal, so auch zu den Richtungsvektoren « und ¥. Um 7 zu
bestimmen, verwenden wir das Kreuzprodukt.

— —
Sei nun P € E beliebig. Fiir jeden Punkt X € F ist Die Differenz OX — OP parallel zu F.
Sei nun 7 := @ x ¢. Nach Satz 1.1 ist 7L F und es muf} gelten

AusmultlphmereD ergibt 7 - OX — n OP = 0.
Wir setzen 7 := OX und d :=1i- OP Die Ebenengleichung geht dann in folgende Form iiber:

n-Z—d=0

Der Skalar d legt den Abstand der Ebene vom Koordinatenursprung fest.

2 Parallelprojektion

1.

(a)

Berechnen und zeichnen Sie den Schatten, der entsteht, wenn die quadratische
Pyramide mit der Kantenléinge 4 Koordinateneinheiten und der Héhe 5 Koordina-
teneinheiten von der Sonne beschienen wird und die Sonnenstrahlen die Richtung

2
= | 3 | haben. Der Punkt A habe die Koordinaten A(1]1|0)
-2
0,5
Parallele Lichtrahlen fallen aus der Richtung v = | —2 | auf die Pyramide. Berech-
-1

nen und zeichnen Sie den Schatten, der am Boden und an der Wand (z2-z3-Ebene)
entsteht.

Bearbeiten Sie die Fragestellung fiir eine Zentralprojektion mit einer Lichtquelle
in L(0|2/10).
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(b) Berechnung der Ortsvektoren OB,O0C,0D und OS:

— — —
OB = OA+ AB
1 4 5
)0
0 0 0
— — —
OC = OB+ BC
5 0 5
0 0 0
— — —
OD = OA+ AD
1 0 1
= (1 +<4 =5
0 0 0
— — 1 — —
0S = OA+§(AB+BC)+t(0,0,5)
1 L[4 0 0 3
= (1|+=[((O0]+(4]]|+[|0)=[3
o/ 2|\o 0 5 5

Bestimmung der Projektionsgeraden und der Spurpunkte:
Es ist hier eleganter, die Schnittpunkte von Projektionsgeraden Und Ebenen mittels der



*)
Normalenform der Ebene zu ermitteln. Sei nun OP Fixpunktvektor von E, dann lautet
ihre Normalengleichung:

_)
n-(Z—O0OP) = 0
— —
S n-r—-n-0OP = 0 i d:=1-0P
= n-r—d 0

—)
Um den Schnittpunkt OP’ von einer Geraden
H
g: T=0P+ X0

mit der Ebene E zu bestimmen, setzt man Geraden- und Ebenengleichung gleich und

es gilt

—_
- (OP4+Xd)—d = 0
H

&S n-OP+Mi-v = d
4)
d—mn-0OP

& — = A

n-v

Nun kénnen wir A in die Geradengleichung von g einsetzen und erhalten den Schnitt-
punkt
—>

— — —n-0OP
o —op4 =10,
n-v

H
Bestimmung des Spurpunktes OS” auf der zi-ro-Ebene (E1):
1 0 0 N
Seien nun &1 := [0 |, Z;:= [ 1] und 1 := | 0 |. Als Fixpunktvektor OP der Ebene

0 0 1
E wihlen wir 0. Damit ergibt sich fiir E; folgende Gleichung:

n-Z=0

Nun ist

und erhalten



Dies konnen wir in die Schnittpunktgleichung einsetzen und erhalten

o9 — oh 05,
T30
3 ( ( ) 0,5
= 3 -2
5 0 0,5 1
0 2
1 -1
3 0,5 0,5
= 3 =\ -7
) 0
Berechnung der Spurlinien auf Fi:
— — —
AS" = 08" -0A
0,5 1 -0,5
0 0 0
— — —
BS" = 08" -0B
0,5 5 —4,5
= -7 —-11] =1 -8
0 0 0

Damit erhalten wir die Spurgeraden

— —
gasr ¥ =0A+ AAS"
und
— —
gBs” - ¥r=0B + ABS"
Berechnung der Spurpunkte A’, B’ und S’ auf der z;-r3-Ebene:

oA — cﬂ—MAS”
Gy ASY
0 1
1 1
1 0 0 0,5
- |1 -8
0 0 0,5 0
i I =
0 0
1 —-0,5 2
= [1|+= 8 |={ o
0 ( 0 0



oS
‘ — .
08 = 05-22 22y

Wir erhalten also folgende Schattenpunkte:
A (31010), B' (4510]0) und &' (33 |0|31)



