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Zusammenfassung
Zykloiden sind quasizyklische Bahnen, die durch Uberlagerung einer konstanten
Bewegung mit einer Kreisbewegung entstehen.
Am Beispiel eines rotierenden Rades, welches iiber eine glatte Fliche rollt, soll
hier die Zykloidenproblematik diskutiert und die Bahngleichung einer Zykloide her-
geleitet werden.

Problem (1). Fin Rad mit Radius 1, rolle mit der Frequenz f auf einer glatten Ebene
gerade aus.

1. Leiten Sie die Bahngleichung v eines Punktes auf dem Rand eines Rades her.
Tipp: Verwenden Sie die Parameterform.

2. Verallgemeinern Sie die in (1) gefunde Lésung auf den Fall, dass der betrachtete
Punkt den Radius r, # v, vom Radmittelpunkt hat.

3. Skizzieren Sie die Bahnkurve eines Punktes auf dem Rand des Rades, eines Punktes
im Inneren des Rades (r, < 1,) sowie eines Punktes auf dem Rand des Spurkranzes
eines Eisenbahnrades (rp, > 1,).

Skizze:
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Problem (2).

1. Finden Sie eine Gleichung, die die Geschwindigkeit in Abhdngigkeit von t angibt, also
U = 9(t). Wann ist die Geschwindigkeit mazimal, wann erreicht sie ihr Minimum und
wie grofs ist sie dann in diesen Zeitpunkten?

2. Welche Beschleunigung erfihrt dieser Punkt zum Zeitpunkt t und wohin ist sie ge-
richtet?

3. Ermitteln Sie die Strecke, die ein Punkt am Rand des Rades in der Zeit t zuriicklegt,
wenn die Radnarbe zum Zeitpunkt des Betrachtungsbeginns to = 0 die Koordinaten
M(0|r,) und der Punkt P die Startkoordinaten P(r.|r,) besitzt, also a(0) = 0 ist.



1 Problem (1)

1.1 Herleitung der Zykloidengleichung

Die Bewegung des Punktes ldsst sich in eine y-Komponente und eine x-Komponente auf-
teilen, die wir vollkommen isoliert voneinander betrachten kénnen. Die x-Komponente
setzt sich dabei aus zwei unterschiedlichen Bewegungstypen zusammen — einer geradlinig
gleichformigen (wir setzen eine konstante Drehgeschwindigkeit des Rades voraus) und der
Oszillation um die Radnarbe (hervorgerufen durch die Kreisbewegung um die Radnarbe).

Um eine geeignete Parametrisierung zu finden, fithren wir noch einen Parameter fiir die
Rotationgeschwindigkeit des Rades ein und nennen ihn f (f fiir Frequenz). Nun ist f := %,
wobei T' die Zeit ist, die das Rad fiir eine Umdrehung benétigt. Die Frequenz ist also ein
Ma$ fiir die Drehgeschwindigkeit des Rades. In der Zeit ¢ wird der Winkel « iiberstrichen.

Es gilt daher
t e} 360t

— &S a=—.

T~ 360 T
Damit erhalten wir fiir den Winkel o die Funktion

a(t) = 360 ft.
Die Strecke, die die Radnarbe in der Zeit t zuriicklegt, ist dann gegeben durch

z(a) = ZWTT% und damit z,.(t) = 27r, ft.

Um uns etwas Schreibarbeit zu ersparen, setzen wir 27 f =: w. Damit erhalten wir fiir die
Bewegung der Radnarbe
z,.(t) = wrt.

Jetzt kiimmern wir uns um die oszillierende Komponente:
zo(t) = rcos(a(t)) = r, cos(360f1)

Um eine einfachere Darstellung zu erhalten, gehen wir zum Bogenmaf iiber. Nun gilt ja
b(t) = —a(t) N at) =360ft < b(t) =2nft = wt.

Wir miissen nun sicherstellen, dass die Drehrichtung des Rades mit der Bewegungsrichtung
der Radnarbe korrespondiert. Dies ist nicht der Fall, da der Winkel sich mathematisch
entgegen dem Urzeigersinn 6ffnet. Wir benotigen aber einen dem entgegengesetzten Dreh-
sinn. Daher setzen wir fiir die oszillierenden Teile ¢ — —t. Fiir den oszillierenden Teil der
x-Komponente erhalten wir also

Zo(t) = 1y cos(—wt) = r, cos(wt).
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Die z-Komponente ist ja die Summe aus z,(t) und x,(¢). Damit ist
z(t) = wr,t + 7, cos(wt).

Die y-Komponente besteht nur aus der Oszillationsbewegung des Punktes um die Radnarbe
in y-Richtung. Die Radnarbe besitzt die y-Koordinate r,.. Also ist y(t) gegeben durch

y(t) = r, + r.sin(—wt) = r, — r, sin(wt).

Fiir die Gesamtbewegung erhalten wir also
(z() wt + cos(wt)
() = (y(t)) I ( 1 — sin(wt) ) '
1.2 Verallgemeinerung auf den Fall r, # r,

Oben haben wir fiir unsere Uberlegungen den Spezialfall betrachtet, dass sich der betrachte-
te Punkt auf dem Rand des Rades befindet. Diese Beschrankung wollen wir jetzt aufheben.
Wir bekommen es jetzt mit zwei Radien zu tun, dem des Rades 7, und dem des betrachte-
ten Punktes r,. Die geradlinig-gleichférmige Bewegung der Radnarbe wird weiterhin von
w und dem Radius des Rades r, bestimmt. Der Radius des Kreises, der durch die Kreisbe-
wegung des Punktes beschrieben wird, hat aber den Radius r,. Das heifit, der oszillierende
Teil ist bestimmt von w und r,. Unsere Bahngleichung &ndert sich also geringfiigig und
nimmt folgende Gestalt an:

wryt 4+ 1y cos(wt)

A(t) = ( ry — 1, sin(wt) )

Wir kénnen jetzt r, ausklammern und setzen € := :—i’ Wir erhalten dann fiir die Zykloide
folgende Darstellung:

1 — esin(wt)

At =1, (

wt + € cos(wt))



1.3 Skizzen

Jetzt gibt es drei Moglichkeiten:

Lr,>r=e>1
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2 Problem (2)

2.1 Geschwindigkeit des Punktes

Die Momentangeschwindigkeit ¢ des Punktes P zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch die
partielle Ableitung von 7 nach ¢, also ¥(t) = 2~(t) = ¥(t). Es gilt also

7(t) = 4(t) = wr, (1 - “i“(“”f)) .

—e cos(wt)

Extremalgeschwindigkeiten von P:

Die Grofle der Geschwindigkeit des Punktes P ist gegeben durch die Norm des Geschwin-
digkeitsvektors (1), also v(t) = ||§(¢)||. Um die Stellen zu finden, in denen der betrachtete
Punkt seine Maximalgeschwindigkeit v,,4, annimmt, suchen wir die Extremalpunkte der
Norm. Es gilt also die Gleichung

d
IV =
Sl =0

7zu 10sen.

o = ot ()]

d
& 0 = p (1 — esin(wt))? + €2 cos?(wt)

d
& 0 = E\/1+62—2€sin(wt)

ew cos(wt)
V/1+ € — 2esin(wi)

Nun gibt es zwei Fille zu untersuchen:

1. € €]0,1]:
Fiir 0 < € <1 ist die Gleichung fiir alle ¢ definiert. Die Losung ergibt sich dann wie
folgt:
0 B ew cos(wt)
1+ €2 — 2esin(wt)
< 0 = cos(wt)
2k —1
Lo @GR=DTo o o

2w
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Um zu untersuchen, bei welchen Stellen, die Maxima und Minima liegen, bilden wir
die zweite Ableitung und setzen unsere Losungen ein.

sin(wt) /1 + €2 — 2esin(wt) — —2o@)

d? . A/ 1+€2—2sin(wt)
—s IO = ew? 5 .
dt 1+ €2 — 2esin(wt)
Aus 4k — 1
ﬁnG—:—E):—L E=1,2.3,...
2
folgt
. [((4k — V)r o V1+ €242 ew? <0
a |7 2w 1+ €2+ 2¢ 1+e€
Bei w1
G L A W
2w

liegen also die Geschwindigkeitsmaxima und die Maximalgeschwindigkeit ¥, ist

gegeben durch
U’ma:c = W1
" 0 '

Aus 4k + 1
sm(i—ilf): . k=0,1,2,...
2
folgt
||, ((4k+1)m s V1t+e2—2  ew? -0
— ||| =ew =
ae |7 2w 14 €2 —2¢ 1—e¢
Bei 1
L L I
2w

liegen also die Geschwindigkeitsminima und die Minimalgeschwindigkeit v,,;, ist ge-
geben durch
Uppin = WT" I—e
min T s 0 .
. €€]l,00[:

Fiir e > 1 ergeben sich Liicken in der Definitionsmenge der Gleichung < ||%()|| = 0, in
deren Mitte gerade die Minima aus (1) liegen. Zu bestimmen sind also die Intervalle,
die aus der Definitionsmenge herausfallen. Da die Diskriminante nicht negativ werden
darf, ist unser Ansatz

0 > 14 ¢ — 2esin(wt)
1+ €

< sin(wt) >
sin(wt) 5




Aufgrund der Periodizitét des Sinus erhalten wir im Intervall [0, 27] folgende Losung:

. 2 . 2
arcsin ( < 7 — arcsin (<
2e 2e

t > und t<
w w
. 2 . 2
arcsin “2“; ) T — arcsin (%)
5 ———— <t <
w w
T : 1+€2 T : 14¢2
5 arcsm( e ) 3 + arcsm( e )
&S te ,
w w

Insgesamt erhalten wir dann folgende Definitionsmenge fiir die zu l6sende Gleichung;:

(4k+1)m . 14€2 (4k+1)7 . 14€2
n —— S —— — =1=
B arcsin %e 2 4+ arcsin %e

D=R\(J :

W W
k=0

Die Geschwindigkeitsminima sind allesamt Randminima mit v,,;, = 0.

2.2 Beschleunigung des Punktes

Die Beschleunigung @ des Punktes P zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch die zweite partielle
Ableitung von 7 nach ¢, also da(t) = g—;y(t) = %ﬁ(t). Es gilt also

Cos(wt)) '

sin(wt)

(t) = 5(t) = —wre (

Der Punkt erfahrt also eine zur Radnarbe gerichtete Beschleunigung, die in ihrer Grofle
konstant ist. Denn leicht rechnet man nach, dass ||5(¢)| = w?r, ist.

2.3 Wegstrecke des Punktes P

2.3.1 Das Kurvenintegral der ersten Art

Um die Lange [ der Kurve « in einem beliebigen Intervall zu berechnen, unterteilen wir die
Kurve in kleine, Wegestiicke und summieren sie auf:

| ~ ZAlk = Z Vi1 — Vel = Z [y (1) — ()]
k k k

Wir setzen nun At := t;,; — t; und erhalten

(¥) LY Iyt + A0 =yt =2 Y 1A%l
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Nun ist
otk +At) —z(ty) (tk+At)—$(tk)
Ay(ty) = (ﬁxéik;) = ( (ot &8y (1) 2;) At( (ot &yt ))
Ytk At At
Jf(tk-i-At) ( $(tk+At —xz(tg)
I~ Z A ZAt tk—l-At y(t+A8) —y(ti)
k At
Jetzt konnen wir At gegen Null gehen lassen und erhalten als Grenzwert

dx(t)
1= [ gt ) | de = [ Icolar
ot

Dieses Integral nennt man Kurvenenintegral oder auch Linienintegral.

Man schreibt fir
/“7(15)” dt hiufig auch /dt
.

und meint damit anschaulich die Integration entlang des Weges ~.

Dies setzen wir in (*) ein und erhalten

Natiirlich ist das oben hergeleitete Integral ein sehr spezielles Kurvenintegral. Die Defi-
nition des allgemeinen Kurvenintegrals erster Art ist ein Integral iiber ein Skalarfeld und
lautet wie folgt:

Definition 2.1 (Kurvenintegral 1. Art). Es sei
f:R* — R
r — f(x)

ein integrierbares Skalarfeld gegeben. v C R™ sev eine partiell differenzierbare Kurve und
v(t) ihre Parametrisierung. Das Kurvenintegral entlang des Weges v C R™ ist dann gegeben

o /f dfc—/\/@ ) f(v(®) 4(8)) dt = /f ) 4] dt,

wobei, (-|-) das Skalarprodukt ist.

Bemerkung. Wir erhalten unseren Speztialfall, wenn wir f(x) =1 fir alle x € D setzen.

2.3.2 Anwendung auf das Problem

Um die Linge [ zu berechnen, miissen wir also das Kurvenenintegral iiber v auswerten.

Also
ﬁﬁ—/mwwt

= wr/\/(l — sin(wt))? + cos?(wt) dt
\/éwr/\/ 1 — sin(wt) dt
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Wir substituieren mit u := sin(wt) und erhalten

\/_/mdu.

COS arcsin U

Zu beachten ist hier, dass arcsinu nur iiber das Interval [—1, 1] definiert ist. I(¢) ist also
nur fiir ¢ € [ 9 e } definiert. Die Léange der Kurve v wird SlCh also iiber die Summe ihrer
Einzelabschnitte ergeben. Wir werden jetzt zunéchst das Integral I(t) auswerten:

I(u):\/_r/ VI-u du

COS arcsin U

:\/_r/\/m du

1 — sin®(arcsin u)
1—u
= \/57’ ”1—u2du
1
Vor du
vV1+u
= V8rV1+udu

Riicksubstitution ergibt
= V8r/1 + sin(wt) + C.

Fiir den zuriickgelegten Weg iiber den Definitionsbereich erhalten wir

1G5 e () -y () =

Um die Linge l’g fiir beliebiges ¢ € R, zu berechnen, nehmen wir eine Zerlegung des
Betrachtungsintervalls [0, t] wie folgt vor:

k=0

1)

Dabei ist n die Anzahl der Halbumdrehungen, die das Rad in der Zeit ¢ vollzieht. Wir
fithren die Gaulklammern und den Modulo-Operator ein, um einen Term fiir n angeben
zu konnen.

Definition 2.2 (GauBklammer). Sei x € R gegeben. Die Abbildung

'] R — Z
r — |z|:=max{ke€Z:k <z}

heifit Gaufsklammer von x. Die Gaufklammer wird auch Abrundungsfunktion genannt.
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Definition 2.3 (Modulo-Operator). Seien x € R und y € R, \{0} gegeben. Die Abbildung

mod : R x R \{0} — Z
fir x>0

sonst

(x,y) — x mody:= . ?ﬂyy—l—l)

heifst Modulo-Operator.
Bemerkung. Der Modulo-Operator gibt bei einer Division den Rest zuriick.

Wir kénnen jetzt also eine allgemeine Gleichung fiir die Lange der Kurve v im gegebenen

Zeitintervall angeben:
4r {w_tJ + \/gm’\/l + sin (w (t mod <z>>>
™ w

o 1) = 4 V_tJHme(w(tmod (2)

(t) =1,

T 8

11



	Problem (1)
	Herleitung der Zykloidengleichung
	Verallgemeinerung auf den Fall rp=rr
	Skizzen

	Problem (2)
	Geschwindigkeit des Punktes
	Beschleunigung des Punktes
	Wegstrecke des Punktes P
	Das Kurvenintegral der ersten Art
	Anwendung auf das Problem



